option informatique

CORRIGE : GENERATION D OBJETS COMBINATOIRES

Partie I. Génération des parties d'un ensemble

Question 1.

a) A toute application f € F([1,1],{0,1}) associons I’ensemble Af = {k e[1,n] )f(k) = 1}. Alors I'application f — Ay
est l'application réciproque de A — X .

n
b) Par unicité de la décomposition d’un entier en base 2, I'application (by,...,b,) — Zbkzk‘l est une bijection de
{0,1}" vers [[0,2" — 1] k=1

Par ailleurs, il est clair que l'application f +— (f(l),...,f(n)) est une bijection de F([[1,#]],{0,1}) vers {0,1}". On en
déduit, car la composée de plusieurs bijections est encore une bijection, que I'application ¢ : A +— i’}(A(k)Zk_1
réalise une bijection entre %, et [0,2" — 1] =
Question 2.
a) On définit la fonction :
let rec ajoute k = function

| [0 —> T[]
| t::q —> (k::t)::(ajoute k q) ;;

ou si on préfere utiliser une fonctionnelle :

let ajoute k = map (function 1 —-> k::1) ;;

b) On dispose de la relation : B, = FB,_; U (n® FB,_1) (cette union étant disjointe). En effet, ZB,_; est I’ensemble des
parties de [[1,n]] qui ne contiennent pas n, et n®9,_; celles qui le contiennent. Par ailleurs, %) = {0} ; on en déduit
la fonction :

let rec partiesl = function
| © —> [[]1]
| n —> let g = partiesl (n-1) in q @ (ajoute n q) ;;

Montrons par récurrence sur # que partiesl nretourne la liste des éléments de 8, rangés par ordre croissant.
— Clest clair si n = 0.

— Sin > 1, supposons le résultat acquis au rang n — 1. Par hypothese de récurrence, q est rangé par ordre croissant.

Soit A€ &,_1.Puisquen¢ Aona p(n®A) = Pl ¢(A). De ceci il résulte que ajoute n qretourne une liste
d’ensembles rangés par ordre croissant. Or pour tout (A,B) € &B,_ x (n® F,_1),

n—1
d(A) < Zz"—l =2"-1<2" < $(B).
k=1

Ceci montre que q @ (ajoute n q) est encore rangé par ordre croissant.

Question 3.

a) On obtient successivement :

A= (4], Ay = (3,4, Ay = (23,4}, Ay={1,2,3,4}, As = (1,3,4), Ag = {24}, A, = (1,2,4],
A8 = {1,4}, A9 = {3}, AIO = {213}1 All = {172;3}; A12 = {173}1 A13 = {2}’ A14 = {172}1
Aps={1}, A;g=0.

b) Montrons par récurrence sur n € IN* que Ay, ..., Ayn sont définis, que Ay =0, et que P, = {Ap | pell, 2”]]}.
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— Clest clair si n =1 car alors Ay = {1}, A, =0.

- Si n > 2, supposons le résultat acquis au rang n—1. On a A; = {n} et A, = {n—1,n} = A] U {n}, en notant
A = {n~1}. Par hypothese de récurrence, A},...,A’, , | sont définis, constituent les éléments de %,_; \ {0}, et
A'zH_1 ={1}. On en déduit que Ay,..., Ayn-1 sont définis, constituent les éléments de n® PB,_1, et Ayu1 = {1,n}.

Mais alors Ajs-1,; = {n —1}, et en appliquant de nouveau I’hypothése de récurrence, on en déduit que
Agn-1,1,...,Ayn-1,on-1 sont définis, constituent les éléments de 98,1, et Ayn = 0.

Sachant que 983,_ U (n® %,_1) = P, on peut conclure quant au résultat au rang n.

Question 4.

a) Il est naturel d’opérer par filtrage :

let suivant = function

| [1 —> failwith "suivant"
| (1] —> T[]

| [n] —> [n-1;n]

| li:tiiqg —> (t-1)::q

| t::q as 1 —> (t-1)::1 ;;

b) La fonction qui suit engendre la liste (A = {n}, Ay, As,..., Apn =0)

let parties2 n =
let rec aux = function

| [1 —> [[]]
| a => a::(aux (suivant a))
in aux [n] ;;

Partie II. Génération des permutations

Question 5.

a) c;(0) est le nombre d’entiers j strictement supérieurs a i qui apparaissent avant i dans la liste (o(1),...,0(n)). Ainsi :

0=(2,1,4,5,3) > ¢c(0) =(1,0,2,0,0).

n
b) La somme Zci(c) représente le nombre de couples (i,]) € M1,n]? tel quei<jet 0_1(]') < o71(i). Mais o est une
i=1
bijection, donc "application (i, ) > (G(i),G(j)) est une bijection de [1,#]]> dans lui-méme, et en posant (i’,j’) =
(o(i),0(j)), on a:
(i<j et o7'(j)<o7l(i)) = (j'<i’ et oli’)<a(j)).
n

Ainsi, E ¢;(0) est le nombre d’inversions de ¢.
i=1

Question 6.

a) On obtient successivement : €5 = (5), {4, =(5,4), {3 =(5,3,4), {, =(5,3,2,4), {1 =(5,3,2,4,1).

b) Il est clair que ¢; est une liste de longueur n formée des n premiers entiers naturels non nuls, donc représente une
permutation. Montrons pour tout k € [1,n] que cx(£1) = .

- Sik =1, onsait que {; est de la forme (ay,...,ay,,1,4y 11,...,4, 1), chaque a; étant supérieur ou égal a 2 (1 vient
d’étre inséré apres I’élément d’ordre ;). On a donc bien ¢;(€;) = ;.

— Si k> 1, la définition de ¢, montre que 'on peut supprimer de la liste ¢; les entiers inférieurs strictement a

k sans modifier la valeur de c¢i(¢;). Autrement dit, cx(€;) = cx(£x), et cette derniere valeur, comme pour le cas
k =1, vaut clairement .

Ainsi, ¢(€1) = (Y1, Vn)-

c) Nous venons de montrer que 'application d : y > {; vérifie : cod = Idy, ; autrement dit, elle est injective. Sachant
que card$,, = n! = cardK,,, il s’agit en fait d’une bijection, et ¢ = d ..
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Question 7.
a) On définit :
let rec insere a j = function
| L when j =0 —> a::1

| [1 —> failwith "insere"
| ti:q —> t::(insere a (j-1) q) ;;

b) Nous allons utiliser une fonction auxiliaire aux k qui calcule la liste £ lorsque k € [1,#].

let genere c =
let n = vect_length c 1in
let rec aux = function
| k when k = n —> [n]
| k —> let 1 = aux (k+1) 1n insere k c.(k-1) 1
in aux 1 ;;

On notera que ¢ est stocké dans la case c. (k—1) car les vecteurs sont indexés a partir de 0.

Question 8.
a) On peut bien entendu procéder par récurrence, ou bien faire un calcul direct par télescopage :
j j j
Zk.k! - Z(k+ 1-1)k = Z((k+ 1) =kl =(j+1)! 1.
k=0 0

k= k=0

b) Sip € [[1,n!-1], il existe un unique entier j € [1,n—1] tel que j! < p < (j+1)!-1. Une condition nécessaire d’existence

de la décomposition est que dj,; =--- =d,, = 0 car si I'une de ces valeurs est non nulle la somme dépasse (j +1)!.
j-1
Par ailleurs, si une telle décomposition existe on a : p = d;j! + dek!, et la question précédente montre que

i—1 k=1

]
0< dek! < j!—1. Ceci prouve que d; est le quotient de la division euclidienne de p par j!, soit d; = L‘B'J
k=1 '

c) Ce qui précéde assure 'unicité d’une telle décomposition, a supposer qu’elle existe. Nous allons prouver son
existence en raisonnant par récurrence sur p.

— Sip=0,o0naclairementd; =---=d,_1 =0.

— Si p > 0, supposons le résultat acquis jusqu’au rang p — 1. Par hypothése de récurrence, p — LE'J]' (Ientier j

j-1
étant celui défini a la question précédente) admet une unique décomposition E dik!, et en posant d]- = {B'J, on
j!
) k=0
] .
. . G+1) .
obtient bien p = > dik!avec d; < i =j+1.

k=1

Question 9.

a) On définit la fonction :

let rec factorielle = function
| @ —> 1
| n => n x factorielle (n-1) ;;

b) Pour tout j € [1,n], posons u;_; = ju; + d~]-_1 avec d~]-_1 € [0,j — 1] (autrement dit, cf]-_l est le reste de la division
euclidienne de u;_; par j). Il s’agit de prouver que d=d.
n n-1
Ona (j—1)luj_y = jluj+d;_1(j—1)! donc par télescopage ug —nlu, = Zdj_l(j -1)!'= dek!.
j=1 k=0
Sachant que ug = p, il suffit de prouver que u, = 0 et d’invoquer "unicité de la décomposition établie a la question 8
pour en déduire que d = d.
-1 1
Or il est aisé d’établir par récurrence que 0 < uj < n,—', doncO0<u,<1- - et s’agissant d’un entier, u, = 0.
j! n!
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On en déduit la fonction :

let lehmer n p =
let d = make_vect n 0 1in
let u = ref p 1in
for j =1 ton -1 do

u:=lu/ j;

d.(n-1-j) <— !u mod (j+1)
done ;
d ;s

Question 10. La question 8 établit une bijection entre un entier p € [0,n! — 1]] et un n-uplet (d,_1,d,_5,...,d1,dy) € K,,.
Compte tenu de la question 6, I'application f : p —> ¢ 1(d,_1,...,d;,dy) réalise une bijection entre [0,n! - 1] et S,,.
Il s’agit donc d’énumérer les permutations f(0), f(1),..., f(n! —1).

let permutations n =
let fact = factorielle n 1in
let rec aux = function
| p when p = fact —> []
| p -> let q = aux (p+1)
and t genere (lehmer n p)
in t::q

in aux 0 ;;
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